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1 YBoa

Pauynap je nactiao ga pewasa tipooneme
Koju panuje Hucy wociiojanu

bun I'ejiic

KBaHTHH padyHapu cy pelaTMBHO HOB TojaM y Haymw. Mako ce 3a muX 3Ha Beh OKko moiia Beka, OBO
M0JhE HAyKe j€ U J1aJb€ Y MOBOjYy pa3Boja. Mako je Beh mo3Har He Manu Opoj HaYMHA TPUMEHE KBAHTHHUX
padyHapa, OHH Cy jOII YBEK YIJIaBHOM XUTIOTETCKH, U Ha TIPABY, peallHy NPUMEHY KBAaHTHUX padyHapa ce
jOII Yeka.

1.1 KPATKA UCTOPUJA PAYYHAPCTBA

1645. Bres [Mackanl Ll OCMHIILJBbABA, a cliesiche rofMHe U KOHCTPYHIIIE PBU MEXaHUUKH KAJIKYJIaTop KOjU
Mom&fla cabupa u oxy3uma - [lackanuny. Oxo 30 roguna kacHuje, Hemauku HayuyHHUK [oTdpun Jlajo-
HUIM OCMUCIHO Je cilelienaciuu yunungap (HeMm. Staffelwalze). To je Ouna mpBa MalnHa criocoOHa 3a
W3BpILIABakh-¢ CBE YETUPU OCHOBHE apUTMETHUKE orepanyje. Flako TeXHOJIOTHja TOT BpeMeHa Hije MMalia
JIOBOJbHY TIPEIIM3HOCT 32 OBaKBY MalllMHY, KOHCTPYHCaHa Cy JBa MOJIEJIa, O/ KOJHUX je jeJlaH cadyBaH JI0
JlaHac.

[Tocne ckopo nBa Beka, 1820. ronune, Tomac ae KaJ'IMap KOHCTPYHUIIIE MPBU KAJKyJIaTOp JOBOJHHE jauu-
HE M [0Y3/1aHOCTH 32 KOMEPIHjalHy yrnoTpeOy, apuitivomeiriap. OH je KOPUCTHO MIOKPETHU aKyMyJIaTop
3a padyHame MPOU3BO/Ia U KOJIMYHUKA JIBa JlaTa Opoja. JIBe ronune kacuuje, Yapic Be61/1u JI0JIa3H Ha
uejy MpaBJbewha gugpepenyujaite mawiuHe - MalllniHE KOja MOXKE J1a TIPOIICHU BPEJHOCTH BehMHE Y4ecTo
kopumrheHux QyHKIH]ja, YKIbY4yjyhH U JJorapuTaMcKe B TpUroHoMeTpujcke pyHkmumje. bedui je Hampa-
BHO CaMoO je[IHy CEAMUHY MPBOT NpOTOTHIA /Juchepenyujanne mawiute op. 1, ipe HETO MITO je OpuTaHCcKa
BJIa/1a, 300T BEJHKE I[EHE MPOjeKTa Y3pOKOBaHE IIEHOM MPENHU3HUX JIe0Ba MOTPEOHUX 32 MAIUHY, OT-
kaszana npojekar. 1991. rogune je, y yact 200-te ropummuie beduiosor pohemwa, Ha YHUBEP3UTETY y
Cunnejy je HanpaBibeHa Jugepenyujarna mawuna op. 2 npema beOuiieBuM HalpTUMa, Koja U JaHAC
panu, ¥ KOjoM je IMmoKa3aHa UCTIPAaBHOCT HETOBUX HAIpTa.

ToxoMm pa3Boja gughepenyujarne mawune, bebuy nonasu Ha WEjy 10IaBama jOII jeHE KJbyYHE UC)e
CBOjOj MaIllMHM - porpaMadbuiHocT. 1834. rogune, moyeo je ca pajgoM Ha pa3Bojy OBE HJIEje, 1 TOKOM
Hape/IHe JIBE TOJIMHE j€ OIICa0 TOTOBO CBE OCHOBHE KapaKTEPUCTHKE MOJIEPHOT padyHapa. Pe3ynrar cBor
paza Ha3Bao je araruiiuuka mawuna. Kibydna uaeja je 6mia uMIUIeMeHTaIja OyuleHux Kkapmuyda, 10
Tazia KOpUIIheHNX 3a MMPorpaMupame MalllHa 3a TKalbe Y TEeKCTUIHO] UHIYCTPHUjHU, Kao CKIAJMILTA 3a
nporpame. Ana Jlasnejct=! je 1843. ronune, TOKOM npeBohema YIaHKa 0 aHaiuiliuukoj mawunu ¢ ppan-
I[yCKOT, 3amKcaia ajJropuraM 3a pauyHame bepaynujesux OpojeBa. CMarpa ce /1a je 0BO IIPBU HAITUCAHU
KOMIIjYTEpCKU IPOrpaM, a Jia jeé CaMuM THM U AJia IpBa Mporpamepka.

!IBlaise Pascal (1623-1662) - (bpaHIyCKH MaTeMaTH4yap

(1]
[2JGottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) - nemauku HayqHHK

[3]Charles Xavier Thomas de Calmar (1785-1870) - hpaHitycky poHATa3ad i HpeIy3eTHHK
[4]Charles Babbage (1791-1871) - 6puTaHCKE MaTeMaTHIap U IPOHAIa3aq

[5JAda Byron Lovelace (1815-1852) - GpuraHcka MaTeMaTHuapKa i MHCaIl
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Cnuxka 1: Jlajonuyos yurungap

Tokom [Ipyror cBeTcKor para, A0Jia3u 10 IPBE MAaCOBHE yIoTpede padyHapa, Ipe cBera 3a pa3oujame He-
MpHUjaTesbCKuX mudapa, aau 1 3a KOMIUIEKCHE padyHcke mpooieme. 1941. rogune, y bepnuny, Konpan
3ycel™ npaBu npBU AUTUTAITHH, TPOTPAMaOHITHH, TOTITYHO ayTOMATCKH padyHap Z3. OBaj padyHap je Ko-
pucTHO OMHAPHH CHCTEM, YyBaO je peuu AyXuHe 22 OMHapHE udpe, ¥ paauo 10 S onepaiyja y CeKyHIH.
1991. je nokazana TjypHHT-KOMIUIETHOCT OBOT padyyHapa, ajli caMo Kpo3 padyyHame CBUX MOTyhux ncxo-
na, jep Huje OWIo yCIOBHOT rpaHama. CpehoM, oBaj mpojekar Huje OMo cMaTpaH BeoMa BaKHHUM, U HH)E
HAIla0 3Ha4ajHUjy MpaKTHUHY yHoTpeOy.

[TapanenHo OBOM MPOjEKTY, y UyBE€HO] OpPUTAHCKO] TajHO] BOJHO] JabopaTropuju 3a Aemu(poBame HallU-
cTHUKUX mudpoBanux nmopyka biueunu Ilapx (Bletchley Park) ce 1943. pa3suja Konoc (Colossus), npBu
€JIEKTPOHCKH JUTUTAIHU MPOTPaMaOMIIHU padyyHap, Koju je 3aucta 6uo TjypuHr koMmrieTa (MMao je Mo-
ryhHOCT yCIIOBHOT rpaHama). Kosoc je KOpUCTHO eJIEKTPOHCKE LIEBH 32 JIOTUYKE U HyMEpUUKe orepalyje,
a 6mo je mporpamupan npekugaunma. OBaj padyHap je pa3BHjeH 3a pa30rjame MPecpeTHYTUX MOPyKa IIn-
¢bpupanux HenoszHatuM ypehajem . 1946. ronune, Anan Tjypunrt™, jenan ox miaBHUX 4jlaHOBA THUMa
y bneunu [lapky, naje npBu AeTasbaH OMUC padyyHapa ca IporpaMuMa cauyBaHUM y €JIeKTPOHCKO] Me-
Mopuju. Takohe, oH Aaje Teopujcky AeUHHUIM]Y U OCHOBY padyHapa, Kao 1jypuni-xomilieiline Mauiure
(xacuuje he 6utu Buie peun o oBome). JlasbuM pasBojeM merose uieje, [lon Gpon HojMaH@ pas3Buja
T3B. [Ipuncition apxuitiekiziypy, TI0 KOjOj C€ pauyHapH JieJie Ha:

1. Ilpoyecopcky jegunuyy, Koja CaApKu T3B. ApUIIMEIUYKO-T0TUYKY jequHuyy (3a padyHame) U ipo-
yecopcke peluciupe (3a CKIaIMILITEHE TapaMeTapa U pe3yaTara apuitlMeiiuuko-10iudKe jequHuye)

2. Kowntiponny jequuuyy, Koja caipu T3B. peluciiap uxciupykyuje (3a CKIaauITeHe nHGopmarmja
0 MHCTPYKLUjH) U Opojau ipoipama (3a MHGOpMAIMja O MEMOPH])CKO]j JOKAIMjH cliefehe HHCTPYK-
yje)

3. Memopujy 3a 4yyBame nofaTaka U HHCTPYKIIHja
4. CnoJbHO ckraguuiitie ogaiiaka

5. Mexanusme 3a yra3 u uziaz

®IKonrad Zuse (1910-1995) - HeMauKH IPOHATA3ad W HHKEHEP

]
ITjypunr je pamno u Ha pasBojy Bowbe, ypehaja 3a nemmdposame mopyka ca Enuime, Koja HEje iporpamabuian ypehaj.
]
]

~

8
9

Alan Turing (1912-1954) - 6putancku MaTeMaTH4yap

[
[
[
[*JJohn von Neumann (71903-1957) - maljapcko-aMepraKi MaTeMaTHIap
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W nanac, Bumie oz 70 roquHa KacHHje, pauyHapH ()YHKIMOHUITY T10 KCTOM IpUHIMITY. TOKOM OBOT Bpe-
MEHa, JIOIILJIO j€ 10 He3aMHUCIMBOT ToBehama Mmohu pauyHapa. bp3uHa padynapa pacia je eKCTIOHEeHII]jall-
HO, 33]€JTHO Ca MEMOPH]OM. Xap/IBepCKe KOMITIOHEHTE MTOCTajajie Cy CBE Mambe, Ca IPOMEHOM TEXHOJIOTH]a
OJ €JICKTPOHCKHUX IIE€BH, MTPEKO TPAH3UCTOPA, MHTEIPUCAHUX KOJIa, CBE JI0 JaHAIIBUX MPOIECOpa.

Janammu pauyHapu uMajy HeBepoBaTHe MoryhHoctr. O cumynaiyja u KOMIjYTepPCKUX UTPpHUIa ca Je-
TaJbuMa Ha UBHIIM PEATHOCTH, IPEKO BeoMa Op30T padyHama U3y3eTHO KOMIUIEKCHHUX pelliemha MaTeMa-
TUYKUX MTpo0iema, 10 HhKaa 00Jbe moBe3aHoCTH ypehaja, rie ce cBaku ypehaj Moke moBe3aTH ca CBaKUM
IpYTHM y CeKyHIIH, OWIIo rae y cBety. Mmak, y mocnenme BpeMe oBaj eKCIIOHEHIIMjalTHA PacT yCIopasa,
jep CMO JOCTHUIIIU TOJMKO Maje TUMEH3H]e TPAaH3UCTOpa, J1a MOCTYJIaTH KiIacuyHe (pu3mKe mpecrajy aa
Bake. MoxeMo 11 asbe?

1.2 KPATKA UCTOPUJA KBAHTHE ®U3UKE

Jomr on mpBuX HUBMIM3aNMja U OTKpuha MrcMa, YOBEYAHCTBO j€ TEXKMIIO J1a 00jacHU mpHupoaHe (eHo-
MeHe. Benmuku Opoj ¢peHOMEeHa OMITM Cy MOCMAaTpaHu U MPOyYaBaHU BEKOBUMA, YBEK Y TIOKYIIajy Jia ce
Halje mTo 60Jbe 00jalImbemne 3a T ojaBe. YoBEUaHCTBO j€ YBEK jKeleao 00JbH OJITOBOP, M KA0 PEUICHE
HacTaja je Hayka (pu3uKa.

o xpaja XIX Beka, objammena je BehrHa NpupogHUX (eHOMEeHa - rpaBHTaWa, €JIEKTPULIUTET, CBE-
TI0CT, K20 1 MEOrH Apyru. Yysenom nopay KemsunyllY ce mpurcyje usjasalll: . usinega seposaitino
ga je eehuna ocnosnux upunyuiia ynueepzyma eeh yiiememena. bygyhnocii gpusuke kpuje ce uza wieciiie
geyumare... Kao mTO ce KaCHUje NCTIOCTABIIIO, HIj€ MOTa0 OMTH Mambe Yy TpaBy.

JlynBur BOJ‘ILIMaH je 1877. npernocraBuo na je Mmoryhe 1a cy eHepreTcKi HUBOHM (PU3UYKOT CHCTEMA,
Kao IITO j& MOJIEKYJI, TUCKPETHH, OTHOCHO J1a IT0CTOoje oapehene Moryhe BpetHOCTH eHepruja, ajau Jaa cy
OHE KBaHTOBAHE - JIa Cy 11e100pojHO myTa Behe ox nate koHcTante. Hexonmko roguna kacuuje, 1900. ro-
JuHe, HeMavku puzndap Makc HJ‘IaHK U3BeO je T3B. [11ankos 3axoH, y KoM je npuMeHno bommanoBy
TUCTPHUOYIIH]Y, KOja je MoceanIia KBaHTOBAaHE TIPUPOJIC EHEPTH]E.

Toxom 1905. ronune, Andept AmeTajH je o0jacHuO ghotnioenexiupuunu egpexaiti TAKO 1ITO j& MPET-
MOCTABHO JIa C€ CBETJIOCT, aJlM M CBAKO JIPYTO €JICKTPOMArHETHO 3payeEhe, MOXKE IMOJICIUTH Ha KOHAYaH
Opoj Keanilia enepiuje KOjU Cy JIOKaIM30BaHE TayKe Y MPOCTOPY, Koje ce Kpehy y uenunu, 6e3 resbema,
¥ MOTY C€ EMUTOBATH U aricOpOOBaTH UCKIbYYHBO Y TEIHHU.

OBo je BepoBaTHO HajBakHH]e oTkpuhe y pusunu XX Beka. [lomeHyTH k6awmiliu enepiuje KacHuje cy
MOCTaJIU MO3HATU TI0 UMEHY ¢hoiionu. tbuxoB poHanasak je pemuo npodaemMe Koju Cy HacTajaau Kao
MOCJIeINIIA PaHUjUX TEOpUja, 3aCHOBAHMUX Ha KOHTHHYAJIHO] IPUPOAH €HEPruje W eNeKTPOMarHeTHUX
tanaca. Beh 1913. ronune, Huic Eop 7120 je o0jalllbere 3a CIeKTPaIHe JIHHHU]Ee aTOMa BOJIOHHKA,
MTOHOBO 3aCHOBAaHO Ha KBaHTHO] MpHUpoau eHepruje. Mnak, cBaka aHaian3a KBaHTHE MPHUPOJIE CHEPIH]je
70 Tajia OWiia je NCKJbYYMBO O0jalllibehe 32 HeKH (JEHOMEH KOjH C€ HHje MOTao 00jaCHUTH KIIACHIHHUM
noctynaruma pusuke. OBO ce Ha3UBA U CHIAPOM KBAHIWHOM WEOPUJOM.

U0lwilliam Thompson Kelvin (1824-1907) - 6purancku pusudap

U Hewmo cnuuno usjasuo je, y creapu, Anbepr Majkencon (Albert Michelson (1852-1931) - amepuuku dusuuap) 1894
TOJMHE, 0K ce cMarpa aa KenBuH HUje pekao HUIITA CINYHO.

2] Ludwig Boltzmann (1844-1906) - ayctpujcku (usnuap

3]Max Planck (1858-1947) - nemauku (huzmgap

[14] Albert Einstein (1879-1955) - nemauku Teopujckn dpusmdap

U5]Niels Bohr (1885-1962) - nancku ¢pusndap
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1923. ronune, ppanmycku usugap Jlyj ne BpOJB naje e bposesy xuiioitie3y, KOja TBP/H J1a YSCTUIIE
MOTY MMOKa3MuBaTH CBOjCTBA Tajaca, aji U TajJacu CBOJCTBA YECTHUIIA, K0 00jallImhemha YyBeHOT JYHI0801
excilepumeninia (EKCTIEpUMEHTA ca JIBa Ipope3a - HHTeppepeHIIje eIeKTpOMarHeTHUX Tanaca). Ha oBo-
Mme cy Bepuep Xajzen6epr u Makc bopH 3acHOBau CBOjy guckpeiliny KBAaHTHY MEXaHUKY ca Xajzenbep-
io6um upunyuiiom Heogpehenociiu, nok je Epsun llpeaunrep noctynupao iianacHy KBAHTHY MEXaHUKY,
3ajeqHo ca HepenaTuBHCTUIKOM [llpegunieposom jegnauunom. lllpenunrep je kacHuje Takolhe mokazao
71a Cy OBH IIPUCTYITH €KBUBAJICHTHHU.

Jaseu pa3Boj Gu3HKE 3aCHUBAO C€ HA OTKPUBaBY (H3HUKE SIIEMEHTAPHUX YE€CTHIIA, K0 U 00jalllbaBamy
HOBHX Mapajiokca 1 eHOMeHa. Cnenehu Benmuku MCKOpak 3a KBaHTHO padyHapCTBO OMJIO je oTkpuhe
Puyapna CDejHMaHa 1981. rogune, koju je okaszao Aa je Hemoryhe Ha edukacaH HaUWH CUMYJIUPATH
KBaHTHE CHUCTEME Ha KJIIACHYHUM padyyHapuMa, U MPeJUIoKUO je OCHOBHU MOJIEN 3a KBAaHTHU padyHap.
1994. TTutep H_Iop MPOHAIA3M AITOPUTaM 3a Op3y ¢akTopuzalyjy MPUPOIHUX OpojeBa, YUME Ja-
J€ jenaH o MpBUX 3HaYajHUX HauyMHa NMPUMEHE KBaHTHUX pauyHapa.l998. JloB I'posep 19 MIPOHAJIa3U
asiroputaM 3a Op3y nperpary 6ase mojaraka, YuMe JOAATHO JAONPUHOCU HaJMONM KBaHTHUX padyHa-
pa. mak, TpeHyTHO HajMOhHMjM KBaHTHHM pauyHap uma jeasa 70 kyouta, Hajpehu Opoj ¢akTopr3oBaH
KBaHTHHMM padyHapoM je 143, a 1ieHa KBaHTHOT payyHapa je BHILE JIeCeTUHAa MIIIMOHA fonapa. Jlyrauak
MyT je TmpeJ HaMma.

Kako QyHK1IMOHMIITY OBH aIrOpUTMHU, U 300T 4Yera cy TOJIMKO 00JbU 0J] KiIacuuyHuX aaroputama? Kako y
cTBapu paje kBaHTHU pauyHapu? lITa je 6uiu, a mra kyoui? Kako nsrena kantHa joruka? Onrosope
Ha OBa, aJli ¥ MHOTA JIpyra MuTama, pazMoTpuhemo y oBoM paay. [loueB o] 0CHOBHHMX MOjMOBa KBaHTHE
¢uzuke, nohu hemo 1o HaunHa 3a pazdOujambe BehrnHe KpUNTOrpadCKUX AIrOpUTaMa U MPABJHEHE €K-
cTpeMHO Op3ux 0a3a mojaraka.

6] ouis de Broglie (1892-1987) - dpanmyckn dusudap
[17]Richard Feynman (1918-1988) - aviepuuku dusudap
[18]peter Shor (1959-) - aMepUYKH MaTeMaTudap

[9]Lov Kuman Grover (1961- ) - nuzmjcko-amepuakn dusudap
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2 OCHOBUW KBAHTHOI' PAYYHAPCTBA

Mucaum ga ca dpunuynom cuiyprowhy moty
ga Kasicem ga HUKO He pa3yme K6AHIUHY
MEXAHUKY.

Puuapg Dejuman

Ha moueTky, HEOITX0/JHO je YBECTH HEKOJIHMKO KJbYYHUX TIOjMOBA U3 MaTeMaTHKe Kako OMCMO JIaKIIe aHa-
JIM3HMPAJIH 10jaBe y KBaHTHO] (hu3uiy. Kao mTo je Beh moMeHyTo y YBOJHOM JielTy, 3aKOHH KBaHTHE (hU3H-
Ke He TIOHAIajy ce y CKJIay ca J0CaAallbUM IOCMaTPambeM CBeTa Kao TPoIuMeH3noHaIHOT Eykimackor
npocTopa, Beh mpare npaBuiia HEKUX JIPYyTUX MPocTopa, ca ApyruM Opojem aumensuja. Umak, yTephe-
HU 3aKOHU KJacU4HE (pu3mke Mopajy octaru qo0pe anmpokcuMaliije 3a Makpockorcke ¢penomene. Kao
perniemke oBOT mpobiieMa, yBoaumo cieaehe mojmose:

2.1 XUNBEPTOB NMPOCTOP. [IMPAKOBA HOTALUJA

P je nuneapan eexitiopcku Gpocitiop yKOIMKO Ce CaCTOjH O CKyIia BeKTopa Vp = {¢, /585 } U CKyTIa
ckanapa Sp = {a, b, c, ...}, ¥ ako 3a Hera Baxe:

* [lpasuno cabuparea gea éexiiopa

* [Ipasuno mHodicerba 6eKiiopa CKaiapom

Hajmo3naruju mpuMep BEKTOPCKOT MPOCTOpa j€ ipogumernsuonannu Eykaugceku apociiop E3, y KOM je
CKyIl BEKTOPA NPEICTABILEH CKYIIOM CBHX JIMHEAPHUX KOMOMHAIM]a OPTOHOPMAJIHUX BEKTOPA ey, €y, €z,
a CKyTI CKajapa je cKyIl peatHux OpojeBa R. Y ommmrem ciyuajy, TMHEApHU BEKTOPCKHU MTPOCTOPH CE MOTY
MoCcMaTpaTy Kao reHepaan3aiyje ympaBo OBOT IPOCTOpa y KOM CMO MUCIHIIH Ja )XHBUMO, a KOjH je 3a
CBAKOJIHEBHE MPUJIMKE OJIMYHA allPOKCUMAIIH]a.

I'enepanuzanuja Eykmuackor npoctopa Ha 0€CKOHaYHO MHOTO TUMEH3H]ja, ca CKYIIOM KOMILIEKCHUX Opo-
jeBa C kao CKymoM ckajapa, Jaje Xuﬂéepmos upocmop H, na xoMm ce mocMmarpajy rojaBe y KBaHTHO]
¢uzunu. Kao mto he ce mokazaru, KBaHTHE M0jaBe ce BP0 100po ofjanimasajy npomupemeM Ha C, kao
U TMPOLIMPEHEM Ha HEOTPaHUYEHHU Opoj TMMEH3H]a.

3a XunbeptoB npoctop H Baxu:
1. H je muHeapaH BEKTOPCKH MPOCTOP
2. neduHHCAH je CKaJapHU IPOU3BOJ BeKTOpa (a, b);

3. H je KOMIUIETaH - 3a CBaKU KOHBEPIreHTaH HU3 y H, BpeAHOCT K0joj KOHBeprupa takohe npunana H

4. nedunmcano je pactojame d(a, b) = \/(a—b,a—b)

[201pavid Hilbert (1862-1943) - Hemauku MaTeMaTuiap
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Panu nakme ananuze XmiOepTOBUX MPOCTOPA, YBOAMMO U IIOjMOBE:

1939.

Omneparop 4 : H — H je MmareMaTH4YKO NpPaBUIIO, KOj€ MPUMEHEHO Ha BEKTOD Y /1aje BEKTOp

W' =AW) € H.

Nyanuu XuiidepToB npoctop H,, y KOMe je CKyIl BEKTOpa CKyIl CBUX JIMHEApHHUX TpaHc(hopma-
mja¢g : H— C

ConcrBeHu BeKTOp Y U concTBeHa Bpeanoct A € C omeparopa A mpeacTaBibajy jeIHO Of pe-
HIeHA JeHAYNHE:

Ay = Ay

JlyasiaH BeKTOPCKH MPOCTOP V; je BEKTOPCKHU MPOCTOP CBUX JIMHEAPHUX TpaHchopmaliyja ¢ BeK-
Topckor npoctopa V. Y npoctopy V,; Baxke cBa cBOjcTBa BeKTopckor nmpocrtopa. Takohe, ako je V'
XunbepToB npocTop, oHja je u V' Takohe XundepToB mpocTop.

roaune, [Ton I[I/IpaK YBOJIM HOTAIH]Y:
|) € H je keT, BEKTOp MocMaTpaHOT XWJIOSPTOBOT POCcTOpa. Moxke ce ocMaTpaTu Kao KojloHa-
6eKiuop.

(¢| € Hy je Opa, dyHkimja qyanHor Xuid. IpocTopa Koja onrosapa Bekropy ¢. [locmarpa ce kao
epcitia-6eKiiop.

<l/l|¢> € R je OpakeT, ckajgapHu IPOU3BOJI BEKTOpA Y U ¢.

A : H — H (ananorso ce nocmarpa u 4 : Hy; — Hj) je oneparop HaJ XWIOepTOBUM IIPOCTOPOM,
KOJU C€ MOXe€ MPEeJICTaBUTH Kao MaTpuIia.

Kao mro cmMo mpumeTnim, 10 cafa cMo mocmarpainu na H u H; uMajy JucKpeTaH CKyI 0a3HUX BEKTOPA,
YHUjU Cy OCTaJIM BEKTOpH JIMHEapHe KoMOuHanwuje. Moryhe je nu mocmarpatu XuindepToBe MpoCcTope Koju
¥MMajy KOHTHHYaTHe 0a3e, allu HaM 33 aHaNM3y pajia KBAHTHUX padyHapa ca acreKTa JJOTUYKUX KOJIa HUCY
HeornxoaHu. CXOMHO TOME, ajbe cMarpamo aa npoctopu H u H,; nMajy nuckperHe 0ase, Te ce lbUXOBU
Gpa-oBY U Keili-OBM MOT'Y TOCMATPATH MPEKo KOOPAMHATA Kao Ha cimim [,

a

lyy =[“2 @1=(b1 by ...)
Ker - konona-sexiiop Bbpa - epcitia-eexiiop
ar\ o A Az

@)= by by ...)[%2|=D ek a=|4n Az
: i=0 : :

Bpaker - ckanapnu iipoussog Omneparop - maitipuya

Cnuxka 2: Ilpuxas opa-a, keiti-a, opaxeiti-a u olepaiiopa - mamipuye

2paul Dirac (1902-1984) - eurnecku dusnaap
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2.2 OnNEPATOPM

Kao mro je Beh momenyTo, oneparop O je MaTeMaTH4KO NMPAaBUIO KOje, IPUMEHEHO Ha KET |/ ), OITHOCHO
Opa (¢|, naje HoBU KeT |/”), omHOCHO Opa (¢’|, y cKinamy ca 3a1aTuM MaTeMaTUYKUM TIPaBUIIOM.

3a omneparope Baxke oapeljeHa, 1ako JOKa3uBa CBOjCTBA:

* Oneparopu He MOpajy OUTH KOMyTaTUBHU: AB # BA
* Omneparopu cy acotujatuBau: (AB)C = A(BC)

» Omneparop JIelyjy ¢ gecHa Ha 1e60 Ha KETOBE U C J1e6d HA gecHo Ha OpaoBe:
ABlY) = AB|¢)) (9l 4B = ({¢| 4)B
» Kana cy u3melyy Opaa u kera, ka0 KOHa4aH pe3yJTaT ce 1001ja KOMITJIEKCaH 6p0j:

(pl4ly) eC

) ($| je muHEApHH OmIEpaTOp.

* 3a cBaKM KeT MOCTOjU Ta4YHO jeAaH oArosapajyhu Opa:

) «— (¥

[TpuToM, mUXOBe oaroBapajyhe koopauHare Cy jeHa Apyroj KOMIJIEKCHUA KOH]yrarT:

al
al|=(ay a ...

Cana, )xenMMo Ja YONIITHMO OBY Kopenanujy u3Mmel)y oarorapajyhux Opa-ker maposa. [locmarpajmo
IITa ce JIelaBa yKOJIHMKO IMOCMaTpaMo TPAHCIIOHOBAH oreparop (omepaTop je MaTpHila, Ia ra MOKeMo

TPAHCIIOHOBATH) Ca KOMILIEKCHO KOHyroBaHuM koopaunarama: AT = (4)7, urro Hasusamo xepmuiticka
Koujyiayuja. MehyTuM, 0BO HHje CaCBUM KOPEKTHA Je(hHHUIIM]A, IIa XePMUTCKY KOHjyrauujy aeduHu-
meMo Ha ciieiehu HauuH:

* XEpPMHUTCKa KOHjyTaIyja KOMIIEKCHOT Opoja je ’eroB KOMIUIEKCHH KOH]yTar: a'=a

* XepMHTCKa KOHjyTraruja kera (OJHOCHO Opaa) je meroB oaroapajyhu 6pa (0MHOCHO KeT): |gb>T =

Wl ¢l =19)
« xepMmuTCKa KoHjyramja AT oneparopa 4 je oHaj oneparop, 3a Koju 3a cBaka 1Ba BEKTopa |@), [¥/)
BaXXWu:

w4t 1) = (ol 41wy
[221penocnen uuje Guran: (p| (4 ) = ((¢] 4) |w)
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KBaHTHM anroputmu

ITocToje OmepaTopy unje Cy XepMHTCKE KOHjyraluje jeanake miMa camnma: AT = 4. OBakse omeparope
30BEMO XePMHUTCKHM OllepaTopuma.

Jlasbe, mocmarpajMo orepaTope KojuMa je XepMHUTCKa KOHjyraiyja jeJTHaKa HHBEP3HOM OIepaTopy:

AT =471 AAT =ATa=1

OBakBH OmepaTopy ce 30By YHHTAPHH ONepaTopH. 3a BUX BaKe HEKAa BeoMa BayKHA CBOjCTBA, allk je
OHO HajBaKHH]E J1a, aKO je€ HOpMa BEKTOpa Mpe U3BpIlaBama Ouia 1, 1 HaKOH M3BpIIIaBamkba Oreparopa Ha
BEMY, HopMa ocTaje jenan. Kacuuje he ce mokasartu 3amro je oBo BakHol23],

2.3 TOCTYNATU KBAHTHE MEXAHUKE

KBaHTHa MexaHHMKa MOXeE C€ 3aCHOBATH Ha 5 moctynara. OBH OCTYIATH MOBE3Yjy MaTeMaTHUKy TEOPHjY
ca (hM3UKOM, U /1a]y TIOTITYHO HOBH MOIJIE Ha CBE (PU3MUKe T0jaBe.

I mocTyaar: CTABE CHCTEMA

CBaKM CHCTEM je y CBaKOM TPEHYTKY OMHCAH sekiiopom ciuarea | (t)) € H, tae je H
00-TMMEH3MOHN XWIOEPTOB IPOCTOP YUjU BEKTOPH UMajy koopauHate y C u umju je cKym
ckanapa C, a t BpeMe nocmarpaHor TpeHyTka. CBaka Cynepro3uiifja BEKTopa CTama Ta-
Kohe je BEeKTOp CTama

II noCTYJIAT: PU3NYKE BEJIAYUHE
CBakoj pu3NUIKOj BETUIHHH A 0J[roBapa JIMHEAPHU XEPMHUTCKHU ONIepaTop A, Yju COTICTBE-
HU BEKTOPH (popMHpajy KOMILIETHY 0a3zy.
III moCTYJIAT: MEPEILE

Mepeme (pusnuke BennunHe A oAroBapa MpuMeHH orneparopa A Ha BEeKTOp cTama |y (7)).
Moryhe nobujeHe BpeIHOCTH MEpema Cy CONICTBEHE BPEIHOCTHU ay omneparopa A. Hakon
Mepema, CUCTEM YJIa3H y CTare ONMCAHO COTICTBEHUM BEKTOPOM Y, KOj€ OJroBapa pere-

wy AYy = ann
IV noctyiar: IIPOBABMJIMCTAYKUA UCXO MEPEIbA (Y IMCKPETHOJ BA3H)

[Ipu padyHamy CONCTBEHE BPEJHOCTH d;, OTIepaTopa A cucremMay cramy |y ), BepoBarHoha
no0Oujama COTICTBEHE BPETHOCTH dy, j€:

[Wal)1 > a2

Play) = -
== el

V NOCTVJIAT: BPEMEHCKA EBOJIVIIMJA CUCTEMA

[Ipomena cuctema, OHHOCHO BGKTOia cTama cucTeMa [i/(¢)) Kpo3 BpeMe OIHCaHa je spe-
MEHCKU 3A8UCHOM ll[peguniepoeom Jjegrauunom

AOW@) _
in =2 = ()

(23] ]106po je mosHaTo /12 CBe KBAHTHE Kallije MOPajy MPEACTABIBATH YHHTAPHE ONepaTope - B [2]
[24]Erwin Schrodinger (1887-1961) - aycrpujcku dhusmaap
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2.4 BynoBA ANTreEsPA. KNACUYHA NOMMUYKA KOJNA

Kao mto Ham je Beh mo3HaTo, KIACHYHO pauyyHApCTBO je 3aCHOBAHO HA OMHAPHOM CHCTEMY, HaJl KOjJUM
BpIMMoO orepanuje. OCHOBHA jeIUHUIIA IToj1aTaka je ouiu (binary digit), koju mpeicTaBiba jeqHy OMHApHY
uugpy xoja Moxxke Outu y cramwuma 0 u 1. Hag GutoBuMa ce Bpiiie JIOTHUYKE ONepalyje, U Ha Taj Ha4KH ce
MOCTHKE padyHame HEKOT ofipel)eHor KesbeHor pesyaTara. Jakie, Ha TOYeTKy MMaMO CUCTEM y HEKOM
ofipeheHOM cTamy, KOjU, HAKOH LITO Ce ITyCTH Kpo3 oApeheHo Koo, [aje HEKO Ipyro CTambe CUCTEMA, Ha
OCHOBY KOTa BPIIMMO JlaJbe padyHame WIN J00HjaMO KOHAYHO PEeLICHE.

Hexke on HajBa)KHMjUX Kallkja KJIACHYHUX padyyHapa Cy:

NOT(p) - kanuja Heramnmje. 3a 1aty BpeIHOCT p, Bpaha BPeIHOCT —p

AND(p,q) - Kanuja KOHjyHKI{je. 3a 1aTe BpEAHOCTH p U ¢, Bpaha p A ¢

OR(p,q) - xanuja AUCjyHKIH]E. 3a J1aTe BPeAHOCTH p U ¢, Bpaha p V ¢

XOR(p,q) - Kanuja eKCKIy3MBHE JUCJYHKIIH]je. 3a JaTe BPEIHOCTH p U ¢, Bpaha p Y ¢

NAND(p,q) - nHu-kanuja. 3a 1aTe BPEIHOCTH p | ¢, Bpaha —(p A q)

NOR(p,q) - nunu-xanuja. 3a Jate BPEIHOCTH p | ¢, Bpaha —=(p V q)

Omno mITo je BeoMa BaxkHO, jecte aAa cy NAND u NOR kanuje yHuBep3anse. To 3Hauu ja je mwuma Moryhe
KOHCTPYHMCATH CBAKO JIOTUYKO KOJIO.

Py P
PRV Coat -
. J
p ﬁﬁ\ 3 % @‘Q\-\\\
(s s
= / { LI

Oig{ iore

Cnuka 3: Tjypuniosa mawiuna - ymeiHU4KY UpuKa3s

Taxolhe, jenan on OMTHHX KOHIIENaTa padyHapcTBa je U TjypuHr-kommieTHocT. PauyHcka mMammHa je
Tjypuni-komineitina ako je wome Moryhe cumynuparu Ijypuniogy mawuny. A mra je Tjypuniosa mawiu-
Ha? TjypuHroBa MalIvHa je MaTeMaTHYKU MOJZET 32 pauyyHamke Ha allCTPaKTHO] MAIIMHU, KOjU YIIPaBIba
cuMOoNMMa IO TPETXOAHO YyTBpheHUM mpaBmwinMa. MaimuHa pajd Ha O€CKOHAaYHO] MEMOPH]CKO] Tpa-
1M, Koja je mozaesbeHa Ha henuje. ima T3B. 11a8y 3a tiucarbe, K0ja o4uTaBa CUMOOJ HCTIO Hhe. 3aTuM, Y
3aBHCHOCTH Off CHMOOJIa U TPEHYTHOT CTamba MallliHe (TPEHYTHE HHCTPYKITH]jE):

1. ynucyje cuMO0I HAa TPEHYTHY TO3UIH]Yy (U3 KOHa4YHE adereae cumbosa)
2. momepa ce jenHy hemnujy JIeBO WK IECHO

3. HacTaBiba ca cienehoM HHCTPYKLM]OM UITH 3ayCTaBJba pauyHame

CBu MoJIepHH padyHapH cy TjypUHT-KOMILICTHH.
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3 JlornykaA Kona

V ceeitiy iiocitioju ilotupasxcra 3a modxxcga 5
pauynapa

Tomac Boiticon

YeMmy y cTBapu CiIy>ku KBaHTHH KomijyTep? [penusnuje: y uemy je 60JpH o KBaHTHOT padyHapa? Tomac
Botcon, nupextop IBM, je 1943. ronune pekao: V cee@ Mod4cga HOCHIOjU UOMPAdCHa 3a 5 padyHapa.
1945. ronune, y ®unanenduju je HanpaBbeH ENIACI23] . npBH TjypHHT-KOMIUIETHU €JIEKTPOHCKH pa-
yyHap. Y HapeIHUM roAruHaMa, paayHapCTBO IOCTAaje jeIHa O/l HayKa Koje ce HajOpke pa3Bujajy. anac
j€ y ynorpebu npeko 8§ MuiIHjapu padyHapa - BUIIIEC HETO JbY/IU Ha TUIaHETH.

KBaHTHHU padyHap je, TEOPETCKH, y CTamy J1a U3BEe HEKE O] HajBAKHH]HUX 3a/]aTaka y IpaCTUYHO MAEM
BPEMEHCKOM UHTEPBAILY - Ha IPUMED, 3a [IpeTpary HeCOPTUPAHOT HU3A Ty>KUHE 71 OM KIIACUYHOM paqﬁ—
py 6us10 oTpe6HO O(1) HAapenOH, 10K KBAHTHU padyHap MCTH 3a1aTaK paau ca oko O(y/n) Hape;[61/1

MehyTum, jorr yBek HUCY HalpaB/beHH KBAaHTHU PadyHAapH JOBOJHHOT KamaluTeTa Kako OM HAIUIM pe-
anHy npumeny. TpenytHo (anpui 2019.), HajMOhHHM]U KBaHTHU YUII HA CBETY - Bristlecone xommanuje
Google - uma 72 kyOuTa, a TpeHyTHO HajBehu Opoj dhakTopr3oBaH KBAHTHUM padyHapoM je 143 = 11-13.

Wnak, TeopujcKu Cy pelieHrd HEKH Ol HajBaXXHHUjUX MpoOiieMa JaHallmher padyHapCcTBa, KOjU KBAHTHUM
padyHapuMa J1ajy HeBepoBaTHY HaAMON HaJl KJIACHYHUM padyHapuMma.

3.1 KyButm

KBaHTHO pauyHapcTBO [O3HAj€ ABA OCHOBHA CTamba:

0l e ey

Kitacuuno pagynapcTBo u nH(pOpMaThKa 3aCHOBaHU Cy Ha uyBamwy WHboOpManuja y Buny ouiua (binary
digit - bit), xoju mory outn y ctarbuma 0 u 1. KBantae nndopmarmje uyBajy ce Ha cnmrnuan HauuH. Kyour
(quantum bit) je caka cyneprnosunuja ctama |0) u |1) - ctame: |¢) = a |0) + B |1).

Cnuka 4: Keaniunu nosuuh

[23JENIAC - Electronic Numerical Integrator and Computer

[26]Bynu [6] u [4] 3a o6jammeme senuxo O 1 mano o HoTaLH]jE
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KBaHTHM anroputmu

OHO 1ITO pa3NuKyje KIaCHYHU OMT U KBAaHTHU KyOHT, jeCTe IITO Ce MEpPEeHeM OUTa MOXKEe JOOUTH TauHa
nH(popmarja o mEroBoM cTamy - 0w 1, 10k Koa KyOuTa HUje Moryhe ofpenuTy Ta4yHe BPETHOCTH
u 3, Beh uckipyunBo |0) ca BepoBaTHOhOM || 2 ym |1) ca BepoBaTHOhOM |f3| 2 CXOmHO TOMe, Baxu 1a
je || L 18] 2-1. Jpyrauuje pedeHo, MokeMo pehu 1a je cTame KyouTa HoOpMUpaHO Ha AyKUHY | y
JIBOJTMMEH3UOHATTHOM BEKTOPCKOM TipocTopy Haxa C.

Ha npumep, knacudan OUT MOXKEMO MpeICTaBUTH HOBUMheM, Ha KOM MOke macTu nuceMo (1) nim rasa
(0) (3anemapuhemo crienujanHe, rotoBo HeMoryhe cirydajeBe momyT Tora Ja HoBYrh majHe Ha MBHILY ),
JIOK KBaHTHI/I HOB‘-II/Ih MOJKe TOoKa3atu ctama |0) - Tmasa, |1) - mucMo, almu U cTama uzmely, Kao mTo
je |+) = \/_ [0) + —= |1) e je nozg]ez[HaKa BepoBaTHONa Jia je crame mucMo WM riaa. Crama |+) =

\/_ |0) + —= \/_ [1) u |- ) |0) \/_ |1) he ce, 300r yecTe ymorpede, y 1ajbeM TEKCTY OBaKO O3HAYaBaTH.

MoxeMo yBecTH cMeHe o = eV cos & 5UB= erte) s1n . [Toka3yje ce 1a ce 0BO MOKJamna ca yciIoBOM
| % + ]| Bl 2=1. [TpumeTnmo nasbe zla ce, momohy oBe 3aMeHe, KyOUT MOYe ITPEJCTABUTH U KAO:

. 0 . 0
) = e | cos 2 |0) + &'¢ sinE [1)

Moske ce rokas3ary Ja wiaH €'’ He yTude Ha HCXOJl MepeHha, OJIHOCHO Jia ra MOKeMO 3aHemMapuTH. J[o0ou-
jamo:

0 : 0
|¥) = cos o |0) + ' sin o 1)

IITO je TOJIapHA PENpe3eHTAIlMja BEKTOpa Ha jeqMHUYHO) cepr. OBUM cMO TOOMIH J1a ce KyOuT |iy)
MOXe€ MPEACTaBUTH Ka0 BEKTOp Ha jeIMHUYHO] cepu - Bi1oxoBoj cq)epnm (Bumu cuky ).

£ =11)

Cnuka 5: bnoxosa cihepa

[27]Felix Bloch (1905-1983) - mBajuapcku pusugap
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3.2 BMUWIECTPYKU KYBUTHU

Kao mTo kimacuyHo padyHapcTBO MOXKE IIOCMATPaTH BUILIE OMTOBA HCTOBPEMEHO, U Y KBAHTHOM payyHap-
CTBY je Moryhe mocmarparu Buie Kyoura y ucto Bpeme. Ilocroje yetupu ocrnosna citiara 'y KojuMa ce
nap kyoura moxke Hahu - |00), [01), [10) u |11), 1 cBaka BUXOBa CYNEPIIO3UIHja CE MOXKE TIPEICTABUTH
Kao:

) = apo 100) + a1 [01) +aqo [10) +aqq [11)

Cnu4HO, MOYKEMO MOCMATPaTH CTama MPOU3BOJBHOT Opoja KyouTa |q14q7 - . . qf). Y TOM citydajy, Ha CIH-
YaH HaYMH pa3MaTpaMo CyIeprio3uirje cBUX Moryhux crama. OHO HITO U JAajbe BaXKH, jecTe /1a, PEIOM,
KBaJ[paTH arcoIyTHHX BPEIHOCTU KOoe(HIIMjeHaTa MMPeaCTaBJbajy BepoBaTHONY MCX0/a CBOT OJroBapa-
jyher Bextopa crama P(|q1q2 . ..q5) = lag,q,...q;l 2 (amp. P(|01)) = |ag;|?), Te, mowrTo je yKymHa

BepoBaTtHoha 1, Baxu:
21
E ; |CYCI1(]2~~qk| -

qi€10,1}
(Vie{1,.2,...k})

Haxon mto y cuctemy oapehenor Opoja kyOuTa u3sMepuMo OACKYI KyOuTa, WM Ha HEKU JIPyTH HAYMH
YTBPIMMO JIa Cy HeKa cTamba Hemoryha, 1o0ujamo ckyn MOoryhux cTamba KOjH je MOACKYII TOYETHOT CKyTia
ctama. Ha mpumep, mmamo cyreprnosunujy | ) = agg |00) + agq [01) + a1 [10) + a1 |11) HA mOUeTKY,
W U3MEpHUMO J1a IpBU KyOouT uma BpeaHoct 0. Tana crame i) mocraje:

_ 00 |00) +app |01)
\/Iaool2 + g |2

JenHo o HajBaXKHHJUX OBAKBUX CTama jecTe beaoBo crame:

)

_ 100y +[11)

1Boo)
V2
101)+/10)

VI 1B10) = 10011 1B11) = 101)-110) (xacHuje he OuTH BHILIE peun

V2 V2

Kao M CpojiHa cTama |By1) =
0 OBOME).

Heke on HajBaxHMjUX omeparopa Haja KyOUTOM jecy l'[ay.lmjeBe matpuue (ciuka [). OBe Matpuie

oMoryhaBajy BeoMma kopucHe TpaHchopMmaiyje Kyouta (Hmp. TpanchopMmaliyja X mpeacTaBiba HeTalujy
KyOuTa - NOT kamnujy), anu, HajOUTHH]E O CBera, Te YeTUpU MaTpule GopMupajy NOTIyH cucteM 4 6aze
BEKTOPCKOT MpocTopa cBux 2 X 2 marpuna. Ha bioxoBoj cdepu, marpunia / npencraBiba HISHTUTET, a
Matpuile X, Y 1 Z penom npeacTaBibajy poTainjy 3a 1 OKO X, V U z OCe.

(28] Wolfgang Pauli (1900-1958) - mBajuapcku dusmaap
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10 01
0'0—1—(0 1) 0'1—X—(1 0)
Hyara (I) Ilayanjesa marpuna  IIpsa (X) ITayaujeBa maTpuna
0 —i 1 0
UZ_Y_(" 0) 03_Z_(0 —1)

Jpyra (Y) Ilayaujesa marpuuna Tpeha (Z) [layimjeBa maTpuna

Cnuka 6: Yeiwupu Ilaynujese maiupuye

3.3 JIOrMYKE KAMWUJE

Jlorn4ka Karvja, y OniiTeM CMHUCIY, NPEeACTaB/ba OWUJI0 KOju oreparop Haja k kyouta (k je mpou3BoJbaH
6poj). MehyTum, panu npakTHYHOCTH, ocMaTpaheMo Mamu Opoj HajBaKHUJUX KallHja-orepaTopa, Ko-
je ce Hajuenrhe KOpUCTe U ca Kojuma je mMoryhe mpencraButu BehuHy *eJbeHHX Kona, 3ajeqHo ca Q#
xomosumal 22,

Ha3us kanuje Q# xon I'paduuxu npukas Omnepatop
. 1 (1 1
AnamapoBa Kanuja H(q) H= ‘/_f (1 —1)
Iaymujesa X xanuja X(q) X= ((1] 3)

. . 0 _i
Maynujesa Y kanuja Y(q) Y= (,- 0 )
Iaymujena Z xammja Z(q) Z= ((1] _01)

. . 1 0
Karmja daznor nomepaja 6 Re(q) §= (0 eie)
Mepeme M(q) M

1000
— 0100
Konrponucano HE CNOT(q,p)
A 0001
0010
1000
0010
3amena SWAP(q,p) 0100
0001

Cnuka 7: Hajeasicnuje noiuuke Kaiuje ca ogiosapajyhum otiepaitiopuma

Kanuja xoniiporucano HE ce MoXke PEICTaBUTH Kao TpaHChopMalja Cyrneprno3uiifje Koja caMmo Mermba
Mecra koedunujentuma y3 [10) u [11):

CNOT(|i/)) = CNOT(a |00) + b |01) + ¢ |10) +d|11)) =a|00) + b |01) +d|10) +c|11)

VY omurteM ciy4ajy, KoHipoaucane Kkaiuje Cy Karuje Koje Kao ya3 y3uMajy jefaH KyOuT KOju KoHIUpou-
we iipomeny, a jelaH Ha KOM C€ U38puiasa upomena Aata HeKUM oneparopoM. To 3HauH 1a, y ciydajy aa
KoHTponuiryhu kyout uma Bpeaaoct |0), He goy1a3u 10 MpOMEHe Ha APYTOM KyOHTY (WMJIH BUILE KyOuTa),
a YKOJIMKO MMa BPEIHOCT |1), I0o51a3u 10 mpoMeHe OCTalInX KyOuTa y CKIIaay ca JaTHM OIepaTropoM (Ha
puMep, Heralija, poTalyja Wik 3aMeHa).

(29 Tonarak A - Q# j€ IpOrpaMCKH je3uK 3a CHMYJAINjy KBAaHTHUX padyHapa
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Ha ocHoBy oBora, MOkeMo 3aKkJby4uTH J1a he ce ynmpaBo KOMOMHAIIM]OM OBE M AJlaMapoBe Karuje, T3B.
Benoeum kooM (cimka ) mocrusaru Benoso crame, konom Ha cimiu §. Cyurrisa oBor cTama je 1a kajga

KyouTH y ctamy |00) mpoly kpo3 benoso koo, onu he ce Hahu y cynepniosutuju | Bog) = % Kana

nohe mo Mepema Ha Mepady 1, nohu he 10 Konarca TanacHe QyHKIMjE y jeTHO OJ1 OBUX cTama (300r 111
nocrynara kBaHTHe pusuke). Taga he na mepauy 1 Outu npukazano 1 wiu 0. Kax roa na nohe 1o mepema
Ha Mepauy 2, oH he yBeK MoKa3aTu UCTH Pe3yiTar Kao u mepad 1.

—{H}—+— Kyourl-|0) Mepas 1
D E Mepau 2

fan\
%

Kyour 2 - |0)

N
%

Cnuka 8: Kono 3a ilociiuzarve benosoi ciuara u iipumep ¢ mepavuma

Jenna on Beoma BaxxHux Karmuja je U Todomuj epal30l kanuja Hajg 3 KyOuTa (HeKaJa ce 03HavaBa Kao
CCNOT - xoriuponucaro konponucano HE). OHo mTO M3/1Baja OBY KaIlvjy jecTe IITO je ’oM Moryhe mpo-
M3BECTH CBAKO KJIACHYHO JIOTUYKO KOJI0 (Kao 1m1to To Baxku 3a ¢pyHkirje NAND 1 NOR, jep CCNOT(a, b, |1)) =
(a,b,NAND(a, b)) 3a a,b € {|0),|1)}), anu uMa IpUMeHE U y KBAHTHUM KOJIMA.

CCNOT =

&bl
T 11

= R R R i R
oo o m=o
=R E R
Soooo=oOoSOo O
oo m oo eo o
com oo Oo oo
Lo S — N —— i —— i —— I —— I~ ]
=2 T — T — I I — I ]

Cnuxka 9: Togponujesa katiuja

[30JTomasso Toffoli (1943-) - uranujancko-amepuukn uszugap
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4 ANroPUTMu 3ACHOBAHU HA NOJAYAHY AMMNUTYAE

[TpBa rpyna anropurama Kojy nmpoy4aBaMo 3aCHOBaHa je Ha MJIEj1 MOCMaTpama CyNnepro3ulifje CBUX MO-
ryhux perema, a 3aTUM BpIIewa oapeheHnx TpaHcopmaliija KojuMa ce rojayaBa aMIUIMTY/la BEKTOPa
pemema. Ha kpajy, Bpi ce Mepeme, Ipu KOM ca BeoMa BEJIMKOM BepoBaTHOhOM /100MjaMO Tpa)KeHO
pelieme.

4.1 [JoJ4Y-JOXA ANMOPUTAM

I[ojq-Joma aJITOPUTAaM je jefaH oJ] MPBUX MpoHal)eHHX anropurama Koju ce Ha KIACHYHHM pa-
YyHapuMa M3BpIIaBa y SKCIIOHEHIM]aTHOM BPEMEHY, JIOK C€ Ha KBAHTHOM pavdyHapy MO)K€ M3BPIIUTH
MHOTO Opxe (y oBoM ciyuajy, O(1)). OBaj anroputam HeMa 3HaUajHy MPAKTUYHY IPUMEHY, aJIH je/IaH je
OJ TIPBHX KOjH MOKa3yje IPaCTUUHY Pa3iuKy u3Mel)y Op3vHe KJIaCHYHUX U KBAHTHHUX padyHapa.

Ipobnem: Heka je gaiia ¢hynxyuja f: {0, 1} — {0, 1}. Hosuaiio je ga je funu konciianiiina pynkyuja
unu 6anrancupana Qynxkyuja - ynkyuja koja 3a wauno 1/2 ynasnux epegnociiu gaje ogiogop 1, u 3a
wiauno 1/2 ynasuux epegrociiu gaje ogiogop 0. Ogpeguitiu ga nu je f KOHCIAHIIHA UTU OANLAHCUPAHA.

Ha mouetky, mocMarpamo n + 1 kybuta y cramy |g) = [0)®" |1) (cTame |00 ...01) ca n Hyna u jeqHOM
JEIMHHIIOM Ha Kpajy). HakoH 1mTo nmpuMeHrnMo AlaMapoB OoriepaTop Ha CBE KyOUTe Y |¢), To0ujaMo:

== > (2

xe{0,1}"

ITocmarpajmo yruraphu oneparop Oy : [x) [y) — |x) |y @ f(x)). To je oneparop koju, npuMereH Ha 6poj
X (3amMcaH y KyOMTHMA |x)) ¥ Kouipoanu Kyouili |y) MEemba CTambe KOHTPOJIHOT KyOuTa ako je filx) = 1.
[TpumeHoM mera Ha |/ ), foOujamo:

2) = Oly1)) =\/% 2, VP (%)
x€{0,1}"

Kao mrto BusnMo, BpeiHOCT KOHTPOJIHOT KyOuTa ce Huje Memaia, Beh ce caMo mpoMeHno 3HaK Koe(uIm-
jenra ucnpen. [omto ce 10 kpaja anropurTMa mberosa BpenHocT Hehie Mematu (101a3u caMo 10 IPOMEHe
3HaKa), 3aHeMapuhemMo oBaj KyOuT y ocTaTKy ainroputma. [lasee, mocMarpajMo 1mra ce AeiaBa IpuMeHOM
JOIII jeTHOT AZJaMapoBOT omiepaTopa Ha |y, ). 3a cBakH o] MOTYhHX BEeKTOpa |x), IpUMEHOM AaMapoBOT
oreparopa, 1001jaMo CYTEpIIO3UIIMjy CBUX CTama, IJIe CE 3a CBaKy jeMUHHILY Y KyOUTCKOM 3aIucy |x)
Mema 3HaK ucnpen |x): |x) — 25161 1Y |y). Tume mobujamo:

21 2"—1 21

1 - X X 1 X X+
¥3) = 3 );(—nf( : ;)(_1) )= 5 yzé ) x;(—nf( (S

Tmejex -y =x1y1 ®x3y2 ® ... x;,yy, WTO je TAPHOCT Opoja jJeIUHUTIA Y X A ).

[31IDavid Deutsch (1953- ) - Gpurancku pusudap
[32]Richard Jozsa (1953- ) - aycrpamujcku dusmaap
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10— 8" |

n
Uy
1) |H |

Cnuxa 10: Kono [loju-Josca aniopuiuma

Onpenumo BepoBatHOhy na ipu Mepewy |¥3) nooujemo pesynrat y = 0. BepoBaTHoha je jeqHaka:
2 1 2

|2l |
Plyyyv=0) = |5 Z(:)(—l)ﬂx)(—l)x'0 =5 Z:;(_MX)

AKo je f(x) koHCcTaHTHa (YHKIIH]a, Y3 MMOJIa3Hy MPETIOCTaBKY O f, oBa BepoBaTHoha je jemHaka 1, a ako je
OanmaHcupaHna, oHza je jeaHaka 0.

Jlakiie, ako U caMo ako je (hyHKIIMja KOHCTaHTHA, Ouhe n3mepena Bpeanoct 0. OBo je, crora, AeTepMUHH-
CTHYKH anroputam, u u3BpiieH je y O(1). Kitacuunom padynapy 3a oBo notpedro O(2") kopaka, momTo
O OH MOPao J1a MpoBepH Oap PUE | BpeaHOCTH (QyHKIIH]€ f, KaKO OMCMO OWJIM CUTYpHHU J1a je pyHKImja
OanaHcHpaHa WK KOHCTAHTHA.

4.2 TPOBEPOB ANICOPUTAM

Ilpoonem: Hexa je gaili Hecopiiupan Hu3 ca n eremeHailid, Koju cy uHgekcupauu (03HaveHu) upupogrHum
opojesuma og 0 go n— 1. [Iponahu ungexc Ha xom ce tiojasvyje 8pegHOCill a Y HU3)Y.

Ogaj mpoOiieM je ommITe MO3HAT MO/ HA3UBOM ipeilipaia. Ha KJacHmuHOM padyHapy, OBO pelIeHkhe ce Mpo-
Hasa3M ca o4yeKkuBaHoM cioxenonrhy O(n). Mehyrtum, I posepos aniopuitiam vam omoryhasa fa peniesme
oBor npobnema nponalemo ca cinoxenomhy O(+/n).

[IpBo, mMOCTaBUMO KyOUTE y CTambe CyNEPIIO3HIIH]Ee CBUX JIOKAITHja, KOj€ y CTBAPH NPEICTaBIba]y OMHApHE
aJ[pece MoJaTaKa y MeMOpHju221, moMohy 7-IMMeH3HOHOT AJaMapoBOr olepaTopa:

- 1 n—1
|l//0>—%);)|x>

[TorpeOHa HaMm je hynKuuja Keaniminol ogiryuusarsa - NpHa KyTHja Koja uMa MoryhHocT na upeiio-
3Ha peliemne oBor npodieMa. OBO HE 3HAYM Ja OHA ayTOMATCKU MOXeE ipoHahu peniewe, Beh ma Mmoxe
1a 3a HEKU Opoj wpetiozHa Na K je pelerme npodieMa. AKo je a TpakeHu Opoj, GyHKIMja KBAHTHOT
OJTyYMBaIba Ce, y CTBApU, MOXKE TIPEJICTABUTH Kao (pyHKIIMja:

1 axojefix)=a

) = 0 wunHaue

1331 JTokanmje ce Mory yommrteHo mocMarpati kao eneMeHTH gomena dyrkmmje /{0, 1,...,n— 1} — CD, 3a Ipon3BOBHE

KOZIOMEH, KOjH je 0OMYHO CKYTI IENX WIN peanHux opojesa. Tama, I'poBepoB anropuram 3a 1aTw eeMEHT KOJOMEHA ) TPaXH
opelyeHu eIEMEHT IOMEHA X KOjU ce Mmpeciukara y y: f{x) = y. Y npakTHUHUM ClTydajeBUMa, QyHKIH]a f OOMYHO MPeaCcTaB/ba
MEMOPH]y padyyHapa, IOK KOJJOMEH YMHE BPEAHOCTH yIucaHe y MeMopujy. Bumu [S]

A Iprom kyimujom ce 06MIHO HA3MBajy eTeMeHTH (KBAHTHOT KOJA Y OBOM CIIy4ajy) 3a KOje HaM HHje HEOIXOIHO 3HATH
JieTajbaH HauWlH pajia, OOMYHO jep HHje Ol MPEeTEePaHoT 3Havaja 3a Jajbe pasMaTpame mpodaemMa KOji ImocMarpamo.
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Y crBapu, Mmoxkemo aedunucaru oneparop Op : [x) [c) — |x) |c ® p(x)) - oneparop keanitinot ogryuu-
sarva. To je omeparop koju he oOpHyiiu cTame (MPOMEHUTH Y CYNIPOTHO CTAHE) KOHIUUPOIHOL KYouilda
|c), yxonuKo je Taj KyOuT jeaHak TpaxeHoMm 0pojy. Ciaudno kao kox Jloju-Joxka airopuTMa, YKOJIHUKO Ce

10)-[1)
2

KOHTPOJIHU KyOUT HaJla3uo y CTamby R nohu he 1o cienehe Tpanchopmanuje (mocmarpamo 3a jeHy

BpenHoct x € {0,1,...,n}):

0)—11)
V2

=1 | o)

) — 1x2) = Op lx1) = (1P |x) (T

IToito ce cTame mocieamer KyouTa kKacHuje Hehe MemaTH TOKOM IIeJIOT aJIrOpUTMa, MOYKEMO ra HaJasbe
cinobonno 3anemaputu (| x) = |¢) ® |c)). Tana umamo oneparop: O) : |x) — (—l)p(x) Ix). Op MoxeEMO
npezcraButu kao Op = 1—2|p) (p|.

61) = |x) — 162) = Op |#1) = (1P |x)

Jlarbe, HEKa je |s) = % ZZ=1 |k) = () cynepnio3uiiuja cBiUX MOTyhHX JIOKaIlHja ca jeITHAKOM BEpOBAaTHO-

hom 3a cBaxy JlOKalujy, U HEKA je PEICHE alropuT™Ma Koje Tpaxkumo |m). Tana Baxu Op = 1 -2 |m) (m|.
ITocmarpajmo cana oneparop Og = 2 |s) (s| — 1. Hakon mto npumennmo Op Ha BEKTOP

21
W2y = Io) = == 3 1P 1)
x=0

on/2

n00MjaMO HOBH BEKTOP, KOJ KOT je, y CyIITHHH, noBehan xoeduuujeHT y3 |m), a 6maro paBHOMEpHO
YMambEeH y3 CBE OCTaJIC WIAHOBE.

l3) = Os ¥2)
= OSOp |s)
— @15} (5|~ D2 m) ml) Is)
Ty m
\Vn

I'posepos omeparop Og =2 |s) (s| -1

e . _EF == - -

o ] )

L L — }
IToHOBUTH O(WT’) nyTa

Cnuxa 11: Kono I poseposoi aniopuiuma

[TocMarpajmo caja JBOMMMEH3MOHAIHU BEKTOPCKH TPOCTOp onpelheH eIeMeHTapHUM BEKTOpHMA |m) 1

) =, /% ls) — # |m), tne je |m) TpaxkeHO peleme, a |r) CyNepro3uirja CBUX OCTAINX HHJEKCa
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ca jeHaKoM BepoBaTHOhoM. MHHIMjaTHU BEKTOp |§) HAIA3u0 Ce MO HEKUM yTIIOM % y OIHOCY Ha |r).
[Tocmarpajmo mira he ce necutn npumenom oneparopa Op u O.

IIpBo, no npumenu oneparopa Op A0Na3U CaMO JI0 IPOMEHE 3HAKA HCHPEJ [M1), IITO j€ €KBUBAJIICHTHO
peduekcuju y onHocy |r), 10k mpuMeHa oneparopa Og peduiekTyje TPSHYTHH BEKTOp CTamba y OJHOCY
Ha |s). Kao xomnosuiuja ase peduekcuje, oneparop OsOp = G (138. I posepoé oilepaitiop) IpecTaBiba
poranjy 3a yrao ¢ y mo3suTUBHOM cMepy. Jlakie:

2k+1 2k+1

G*|s) = cos ( ﬂ) |m) + sin( 19) |r)

CxomHO TOME, MOXKE C€ 3aKJbYYWTH J1a CE OBaj omeparop Tpeba M3BPIIMTH JOBOJHHO IMyTa Ja OW Ba-
2k+1 b4 T 1 ) :
KUIO =5—1 ~ 5, OIHOCHO k ~ 55 — 5. Ilowro je 5 yrao usmehy cynepnosuuuje cBux crama |s) u

CYIEPIIO3HIINjE CBUX CTama CEeM |m) - CTame |s), a MIPUTOM BaXKH |s) = 1/]% |r) + %\[ |m), omHOCHO

9 = i (O 9) = 5 [1 [N-1 _ 2VN-1 e r o N 1 . 7N
sind = 2sm(7)cos(§) =2y~ = TN haTpeba xa Baxu na je: k ~ 4\/%+7 it

CxontHO TOME, Y3UMaMO:

V2"
k =
4
|
A
P(x)
Gls)
°
|s)
r) .
¢ 0 0 0 0 0 0 0 0
0y Is) m x
I'eomerpujcku mpukas I'paduk BepoBaTHONA KpO3 HTEparHje

Cnuxka 12: I'paghuuru tipuxazu I posepogoi ariopuiima

Jakie, Kopauy aaroputMa cy:
1. Uanuujanu3zanuja KyouTa y crame |s)

nyra

4

2. lukayc npudianKkaBamba peliemny, M3BpIIaBa ce [

(a) Ilpumena oneparopa O,
(0) IIpumena oneparopa Oy

3. Mepeme pe3yarara
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5 AnNroputmu cA KB. PYPUJEOBOM TPAHCHOOPMALUJOM

Dypujeosa wiparcghopmayuja je jeaHa oIl HajBAKHUJUX MaTEMaTHYKUX MOJMOBA 3a aHAIU3y (QyHKIH]a.
Petku cy ciydajeBu TpaHchopmalrja koje cy TOJIMKO BaXKHE J1a ce MOTIYHO 3aceOHO M3ydaBajy. JeqHo
OJ1 KJbyYHHX OTKpuha KBaHTHOT pauyHapCTBa je J1a ce HEeKe Ol OBAaKBUX TpaHc(opMallrja MHOTO Opike
pauyHajy Ha KBaHTHOM KoMmIljyTepy. CaMuM TUM, OTBOPEH j€ BeIUKU Opoj MoryhHOCTH 3a yOp3aBame U
000JbIIake PauyHCKHX MPOIECa Y OHOCY Ha KJIACHYHE padyHape.

5.1 KBAHTHA ®YPUJEOBA TPAHCO®OPMALUJA

®ypujeosa Tpanchopmanuja pazbuja GyHKIU]Y Ha IEPUOJUYHE CHHYCOHU/IaTHE KOMIIOHEHTE OJ1 KOjHX Ce
bl

oHa cacToju. Ako o3HaunMo aa je N =2" u g, = e N HeTpHBHjaJaH n-TH KOpeH Opoja 1, 3a cBakH ya3Hu
BEKTOp KOMIUIEKCHUX Opojesa (xq, x|, . ..,xy_1) € C", MoxkeMo ofpenutu BeKTOP (Yo, V15 - - - » VN-1)-

1 N-1 "
= . i
Yk § Xj * &n
VNj=0

Ha cnnuan naunH (yHKIMOHMIIE U Kéanitina Dypujeosa wipancgopmayuja. Axo je 1ato crame |j), u
ako je orcer moryhux BpegHoctu nator Hu3a kyoura ox 0 mo n, kBantHa dypujeoBa Tpancopmaiuja
cTama |j) je:

1 N-1 "
N - — k) - &
V>\m§”8

Ha ocHoBy oBora MOXkeMo 3akspyuntH 1a je ®ypujeona TpanchopMalidja Ha TPOU3BOJBHO CTAKE:

N-1 N-1
Fo: ) xili) = > vl
j=0 k=0

F, ce MO)Ke MPEeICTABUTH M Kao Marpuia (ciuka [13). Fy, je yuuTapHa TpanchopMalja, mTo ce Tako
MOKasyje mpoBepoM J1a Baxu Fj, F, W =F F, =1

1 1 1 1 1
1 En En sn3 an_l
111 é&n En En £, 2D
F, = - 1 &, . &, £, 3V-1)
1 g1 520D 30D o (VDO

Cnuka 13: Mawipuya 3a xeéaniiny @ypujeosy iupancgopmayujy
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[TomTo cy cBe KBaHTHE omepaluje JuHeapHe (a Fy, je yHuTapHa MaTpuIia, a CaMUM THM U BaJIH{HA KBAHT-
Ha ofiepariyja), MO>KeMo IocMaTpaTH pesyiaTare TpaHcQopmalinja rnojeIMHauHuX OCHOBHUX CTamwa, a CBa-
Ka CyIepro3uiiija crama he ce Mohu oJpeIuTH Kao JIMHeapHa KOMOWHAIM]a pe3yJiTaTa OCHOBHUX CTamba.
Heka cy ky, ko, . . ., k, uudpe onrosapajyher 6poja k. Ilocmarpajmo pesynarar @ypujeore Tpanchopma-
je opoja |f):

2] s
@Ze’

1

1 ..[on -
2n/2 Z Z Z Zri(zi k) lkiky . . . hn)
1 Z é 2rijk; 2™ l

n/2
2 =0k

Z 27Tl]k121
n/2
2 =1 k=0

 —

- _HMH L

1
2n/2

®=

(10) + 22 1))
=1

. \n—]
[ocMmarpajmo caza xeo uspasa e=/2

BaXXH:

. Heka je 6pojj = [j1j2 . . . jn] 3anucan y OunapHoM cuctemy. Tana
22 2xiljvae a2 Z 2wl it dn] = 201 ]

Haxne, ®ypujeoBa Tpanchopmanuja Tpanchopmuiie 0poj |f1/s . . . jn) Ha caenehu HaunH:
o . 1 2 o
2 .. Jn) — Z”T §<|0> + 27i0p1 )] |1>)

Kako xoHCTpyHcaru Koo 3a oBy Tpancdopmarujy? Opaj mpoOiiem je akiy Hero mTo ce yuHU. [locma-
TpajMo MPBO IITA C€ ACCH aKO MPUMEHUMO AamMapoBy TpaHChOpMAIHjy Ha KyOuT |f;):

vy L 1y _ 27i[0,j1]
() = = (100 + /D) = 10y + 0 1)
) = it - -jny = (10) + 20N 1)) @ 1y .. )

Hexka je tpancdopmarnmja R, (x) poranuja 3a yrao 2,, Kontponucana porauuja CR;(x,y) je Tpanchop-
Malja Koja rmomepa (azy KyouTa x camo 3a |1) KOMIIOHEHTY KyOuTa y, OJJHOCHO

CRa(x,y) = (¥[0) [x) ® [y + ([ 1) R (1)) ® 1)

AKko MpuMeHHMO TpaHchopMalinjy Ry KOHTpOJIUCaHy KyOUTOM |/ ) Ha TpaHchopmucanom Kyouty H(|j1)),
no0ujamo:
27r1 1 27i[0.j1/2]
H(171) = (10 + 270 1y) F2, (|0> +mil0nl |1>) = — (10 + 20072 1))
A A 2
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Ha cnuvan HaYwH, HACTaBJhAMO JIa PUMEHYjEMO penoM R3, Ry, ..., R, KOHTponucane Kyoutuma |j3),
lja)s s lfn)» pemom, aume modujamo:

li1) — %(m) + 27i01/2-- /] |1>)

CnuvHO paguMo U 3a ocTaie KyOuTe - Ha KyOuT |j;) MpuMeHHMO TpBO AzamapoBy TpaHchopmanmjy H,
a 3aTHM pEllOM MPHUMEY]jeMO Ry, ..., R, |_j KOHTpoJHcaHe KyOuTuma |jzi1), ..., |jn). Ha Kpajy 3aucra
no6ujamo F,, 4uje Koo u3Iiena Kao Ha ciui [14.

i) Ry|—{Ru] L (j0) + erl0sreinl 1))
i2) . EHETA (R | L (10y + 02 1)
li3) . @ \ﬁ’ﬂ ‘/LE(“)) + 27i[043...n] |1>)
lin) @ ‘/Lf(l()) + 27il04n] 1))

Cnuxka 14: Kono keaniine @ypujeose wipancghopmayuje Fp

5.2 TPOLEHA ®A3E

Kao mro cmo Bunenu, xeanitina @ypujeosa wipancghopmayuja Ham, 3a natux n uudapa, naje n crama
CymepIo3uIrje ca jelHakuM BepoBaTHohama 3a |0) u |1), unja je ¢a3zHa paznmka jemHaka [0.75/i+1--/n] -
nocienwux n—k nudapa ce pacriopehyje uza sapeza. Jlakie, mu xkao pesynarar @ypujeose Tpanchopma-
yje nodujamo (pelaTuBHO) Mpenu3He mo3Hate dasze KyouTa y cynepno3uiyju. [Tomro je cBaka kamnuja
peBep3uOMITHA, MU MOXKEMO Kao )7a3 Kolla JJaTH YIpaBo oBe (pa3sHO MmomMepeHe CyNnepro3uinje, U oape-
TUTH BUX0BE (aze ca mpenusHoinhy ox 7 mudapa. Mehytum, oBo Baxku camo ako (ase Jene Haciiaske
uudapa (kao mwTo je To Ha ciuim [14), omHOCHO, aKo je cBaka ciencha (asa kBampar mpeTxoxHe.

VYkomnuko ¢a3a HacTaje Kao Mocieaulla IpUMeHe HeKe YyHUTapHe TpaHchopMmanuje U, MOKeMO Ty TpaHC-
(dhopmaiujy NpUMEHHTH jOIII jeTHOM, YiMe hemo 100uTH kBaapart aare dase. Ako mpuMmeHuMo U 2k nyTa,
nobuhemo ¢a3zy nomepeny 3a k buHapHux udapa yneso. Ha oBaj HaunH MOKEMO KOHCTPYHCATH CBUX 1
crama pe3ynrara kBautHe @ypujeose Tpanchopmanuje. Kako je ksantHa @ypujeosa Tpanchopmanyja
peBep3uOMITHA, MOKEMO OJIPEIUTH KOJIMKA je Ta das3a.

[Ipomiena dasze ¢ comcTBeHOT BeKTopa |u) yHuTapHe Marpuiie U (ColcTBeHa BPEIHOCT BEKTOpa |u) je
¢™1%) je IPeTXOHO OIHMCAHH OCTYNAK, Koju heMo caa geTasbHo omucari. [Ipu ToMe, IPeTIoCTaBbaMo
71a Cy HaM JIOCTYITHE ypHe Kyiliuje 3a TIPUIIPEMY CTamba |u) U 3a U3BpIIABakHE KOHTPOIHUCAHE ONEpaIlije

U sak e Np.

Ha mouyetky mMamo /1Ba perucTpa - IpBH perucTap ca ¢ Kyoura (¢ 3aBUCH O Tpa)KeHEe MPEUU3HOCTH pelle-
a - BepoBaTHOhe 1o0ujama TaqHoT U Opoja udapa Koje KeIuMo J1a 1001jeMo), KOjU je HHUIN]aTn30BaH
Ha |0)®", u npyru perucrap y KoMme je yImucaH |u) ca 10BOJBHEM OpojeM KyOura.

Jlako ce MO)ke BHJICTH J1a Kao pe3yiiTar paja MpBor Jeia Kojia J001jaMo:

2]
1 -1 0 1 _
o) =10y = lyy) = 2%(|0> + P |1>) . (|0> + 22y |1>) -5 ;} ke |y
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|0) cee o |0>+e27ri(2t_1<p) |1>
0) —[H]———— - ———  Joy+ i) )

|0> @ PY cee |0> +e27l'l'(21(p) |1>
|0> @ cee |0> +e271'l'(20(p) |1)
|ue) |ue)

|9

Cnuxka 15: [Ipuxa3z xona 3a ipsu geo ogpehusarea aze u yipouthenoi kona 3a ogpehusarne gaze

Omno miTo ce Takolhe MOXKe MPUMETHTH, jeCTe Ja aKko npenctaBuMo Baszy xkao ¢ = [0.¢1¢; . . . ¢;], Tana je:

1
on/2

|¢1> _ (|0> +627Ti[0.g0t]i |1>)(|O> _‘_ezni[o.gol,]tpt] |1>) o (|0> _|_627Ti[0.<,011,02...t,0t] |1>)

ITpumenom unBep3ne @ypujeose Tpanchopmanuje, 1o0ujamo Tpaxene 6pojese. Mnak, mra ce aemasa
aKo ¢ HHje TadHo jeqHako [0.¢¢s . . . ¢¢]? Konmka je rperika Mepema, ako je oHo Moryhe?

Moske ce IMmoKasaTH J1a je OBaKo IOOHUjEeHO |¢) MPUINIHO J00pa anpoKcuManuja 3a |¢). YKOIUKO KEeITUMO
Jla U3padyHaMo |¢) ca nmperusHomhy ox # udapa, u BepoBaTHohoM ycnexa 1 — e, Tpedarno ou ysem:

et

5.3 PERQ BPOJA No moayny v LLLorPOB ANTOPUTAM

t=n+

[To3naro je xa je pex Opoja x o MOIyy # je HajMamu Opoj p Behu ox 2 tako na je x¥ = 1 (mod n).
[Tocmarpajmo yHUTapHU Oleparop:
Uly) = lxy (mod N))

Taxkohe, cmarpamo na 3a y > N Baxu U |y) = |y). AKO 33Jp>KUMO OBE O3HAKE, JeTHOCTABHUM PaqyHOM
nokasyjemo 1a cy, 3a 0 < s < p, cineneha crama corncrsenu Bekropu U:

—1
1 A 2misk
lug) = — E e r kaodN>
NG

133]0Bo TBpheme je n3Beneno y kmmsn 3]

CrtpaHa 28



Nasap lanuh, IVp

2nis .
Tagacy e ~ onroBapajyhe corncTBeHe BpeqHOCTH oneparopa U, TOIITO BaXH:

| > 1 -l 2risk
s
Vi

2mis
=e r |ug)

1 mod N>

VYKOJIHMKO IPUMEHUMO aJroputaM oapehusama aze kBaHTHOM DyprjeoBoM TpaHCHOpMALIUjOM Ha YHH-
. 27is
tapHH oneparop U, ca nodpom npernmsnomhy nodujamo dasy e r , omakiie Jako MOKEMO OIPEITUTH 7.

ITocmarpajmo cana cinenehe aBe Teopeme:

Teopema 5.1 Hexa je N cnoowcen 6poj (3aiiucan iomohy L 6uitiosa), u Hexa je X HelUpUSUjaiHo peulerse
jegHauuHe x2 =1 (mod N) - 3a koje sadicu x £ 1 (mod N) u 1 < x < N. Taga je 6ap jegan og 6pojesa
NZD(x—1,N) u NZD(x + 1, N) neiipusujarnu gaxitiop 6poja N Koju modcemo pauyraiu y 0(L3 )

Teopema 5.2 Hexa je N = plw1 cee p,cf,m Gaxiiopuzayuja Heiaprol crodcenol opoja. Heka je x ynugopm-
HO HacymMuyHo ogabpanu 0poj, 3a koju saxcu 1 < x < Nu NZD(x, N) = 1. Heka je peg o6poja x tio mogyny
n. Taga saorcu:

1
PQIr AX"* 2 —1 (mod N)) > 1- S

[ITa oBo 3Haun? [IpBa TeOpeMa HaM rOBOPH J1a JIAKO MOXKEMO J1a O] HETPUBHjaITHOT Opoja pena 2 npoHahu
HEeKH Jenuian 0poja N, 0K Jpyra TeopemMa TOBOPHU Jia je BeluKa BepoBaTtHoha #oiaharea HeTpI/IBI/Ija-JI-
HOT Opoja koju uma pea 2 o moxyiny N. CxomHo Tome, TpuMeHoM cliieaeher anroputma - HIOpOBor
aJIropuTMa - MoXXemMo 0p30 pakTOpU30BaTH MPOU3BOJHAH IPHUPOJIAH OPO].

Jenunu npeocranu npobieM je masia BepoBaTHOha 01a0upa HETPUBHUJAIHOT X y ciiydajy m = 1. Y kpaTkom
spemeny O((log N)?) ce MOkKe POBEPHUTH 1a HUjEAH 0L INszak < log,(N) Huje npuponan 6poj (ako
jecte, OHJA je TO pElIeHEe).

Jaxkie, nocrynak llloposor anropurma je:
1. Ako je Opoj napan, BpaTu 2
Axo nocroju b < log, (V) Tako na ab =N, BpaTH a
Onadepu nHacymnuno 1 < k < N-1. Ako je NZD(x,N) > 1, Bpatu NZD(x, N)

IIponahu pen p 6poja k mo moayay N

LA

AKo je r napaH u X2 £ —1 (mod N), oapenu NZD(x—1,N) u NZD(x + 1, N), 1 aKko cy HeKH 0]
IBbUX HETPUBHjaIHU (PaKTOPU BPATH UX KAO pPe3yJaTar

6. Ao Hema pelIesma, BPAaTH ce Ha KOpak 3

OuekuBana Op3uHa oBor HeAeTepMuHUcTUYKOT anroputma je O((log n)3). [TocToje onTumm3anuje oBor
anroputMa 110 O((log n)2 (loglogn)(logloglogn)), anmu cy 06e BapujaHTe, y CBAKOM CITy4ajy, Tajeko Opke
01 HajOp Ker KIaCHYHOr ajrOPUTMa, KOjU Paau y 0(61'9(10gN)1/3(10g log N)ZB).

[36]

Peter Shor (1959- ) - amepruku MareMarudap
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6 [MPOrPAMCKM JE3UK Q#

Kag iosopumo o aiiomuma u xeaniinoj
Qusuy, jezux ce Modice KOPUCIHUIYU camo
Kao tioesuja

Hunc bop

11. neniem6pa 2017. ronune, Microsoft kopnopanuja je o0jaBuiia HoBu nipousBon Quantum Development
Kit xoju cITy’kH 3a pa3B0j KBaHTHHUX aJropUTaMa, y KOM je YKJbyYeH HOBHU NpOrpaMcku jesuk Q# (kjy-
wapi). 3mely ocranor, oBaj mporpam ce MO)ke KOPHCTUTH U 32 CUMYJAIUjy pajia KBaHTHOT padyHapa
Ha KJIACHYHOM padyHapy. Mako je kjmacuuaH padyHap MalllMHa Koja HUje criocoOHa 3a mpaBu npoOadu-
JUCTUYKU padyyH, Kao HU MPUOIDKHY Op3MHY KBAaHTHOTI padyHapa, 100pe rnceynociydyajHe GyHKIuje u
ONITHMHU30BaHH CUMYIUpPaHH KyOuTH oMoryhyjy nperies HeKuX jeJHOCTaBHU]UX alropuTaMa, Kao 1 mo-
NPUIMYHO YBEPJBHBY CUMYJIALIM]y pajia ¢ KyOuTuma. Y OBOM JOAATKY, HABOJE C€ MPUMEPH KOJI0Ba KOJU
CHUMYJIMPAjy MOjeAMHA KOJIa KBAHTHUX padyHapa.

6.1 CUHTAKCA Q#

[Tporpamcku je3uk Q# 3acHOBaH je Ha mporpaMckum jesuniuma C# u F#, u Benuku 0poj KapaKTepucTUKa
je HacneheHo ox oBuX jesuka. Q# je, y cTBapH, MPOrPaMCKH JE€3HK Y KOM C€ MPOrpaMupajy UCKIbyuu-
BO KBAaHTHH oreparopH (oilepayuje - KJbyuHa ped operations) u ¢ynknuje (functions). Kopucre
ce TUIIOBU ToJaTaka ciuyHu oHuMa y C#, camo ca BEeJIMKUM IodeTHUM cioBuma: Int, Bool, Double
u String. Kybutu ce anonmpajy u KacHUje of0aiyjy yHyTap using 6roka, moBpaTHE BPEIHOCTHU Ce
Bpahajy momohy return, a mam6aa ¢ynkuuje goaesmpyjemo nomohy => Takohe, cIMYHO TPOrpaMCcKOM
je3uky F#, npomemuBe ce aeknapunty kibydHoMm peun let wnm mutable, for muknyc ce nedunurie kao
for ... in,a .. je omeparop omcera. Ocrarak 1okymMeHTauuje ce Moxe Buaetu y [9] u [[10], a nasse
hemo BueTH HAUMH PYHKIIMOHKCAKA je3UKa KPO3 IIPUMEpE.

4 Failed Tests (5) 2
€ T109 BellState Test 24ms
€ T110_TwoQubitStat

ine 31

Simulation.C i
00 test runs out of 100 returned

o e.
- Elzosed time: 0:00:00.024
» Solution Explorer Team Explorer | Test Explorer

1?0 #1 & QuantumKata V' master a

Cnuka 16: Pa3zsojno okpyacerve 3a Q# - Visual Studio
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6.2 BENOBO CTAHE

Kao mro cmo Beh momumainy, Kojao y KOM KyOUT MPBO Ipojia3u Kpo3 AaMapoBy, a 3aTHM, 33j€IHO C

npyruM KyouTom, kpo3 CNOT xanujy (ciuka ), Hasupa ce benoso kono. AKo Kao IIoyeTHe KyOuTe 3a1aMo

|00), omHOCHO |11), Tpebano Ou ga godbujemMo 1a mpu Mepemy, 00a KyOuTa yBeK /1ajy UCTH PE3YITart, jep
+ — .

he ce Hana3uTH y cramy w, OZIHOCHO w, na he OuTH y cramy y KOM Cy CUTYPHO jeJJHaKH, ca

BepoBaTtHOhoM oko 50% 3a |00) wmm |11).

Kox koju cumymnmpa 1ato KoJo je:

operation Postavi (rez: Result, poc: Qubit) : Unit {
let tmp = M(poc);
if (rez != tmp) {
X(poc);
}
}

operation BelovaStanja (ukupno : Int, poc: Result) : (Int, Int, Int)
{
mutable jedinice = 0;
mutable podudaranja = 0;
using (kubiti = Qubit[2]) {
for (test in 1..ukupno) {
Postavi (poc, kubiti[@]);
Postavi (Zero, kubiti[1]);
H(kubiti[e]);
CNOT (kubiti[@], kubiti[1]);
let res = M (kubiti[0]);

if (M (kubiti[1]) == res) {
set podudaranja = podudaranja + 1;

}

if (res == One) {
set jedinice = jedinice + 1;
}

}
Postavi(Zero, kubiti[@]);

Postavi(Zero, kubiti[1]);
}

return (ukupno-jedinice, jedinice, podudaranja);

}

Pesynrar uzBpmaBama onepanuje 3a ukupno = 1000 u poc = <Mo4y. BpeAHOCT> je:

Moy. BpegHocT |@> |1> MNoaynapawa
Zero (|0>) 503 497 1000
Oone (]1>) 506 494 1000

VY 50.45% cirydajeBa u3mepeH je KyouT |0), a 'y 49.55% ciyuajeBa kyout |1). Kao mrro Bunumo, pesynrar

ce TIOHAIlIA y CKIIany ¢ ouekuBaHuUM BpenHoctuma on 50%. Takohe, y ceux 1000 ciydajeBa je 1o1uio 10
MOKJIAMamka.
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6.3 POBEPOBO KOIJIO

HarmmuMo caz Ko 3a cumynanujy Iposeposor koma (cmuka [L1)). Kao mTo cMo Beh momumanu, mpu
M3BpIIaBamy [ PoOBEPOBOr aaropuT™Ma MoTpedHO je MPBO M3BPLIMTH MPHUIPEMY CTama, Tako mTo he ce
perucrap JIoKaluje HHUIM]aIn30BaTh Ha BPEAHOCT YHU(POPMHE CylepIio3uliyje cBuxX Jiokanuja. Hakon
TOTA, MAPKUPAMO TPAXKEHO PEIICHE MPHUMEHOM I[PHE KyTHje - MPOMEHUMO 3HAK KOHTPOJHOT KyOHTa 32
Jokanujy pemema. Caga tpeba jour na [2727/4] myTa MPUMEHUMO [ pOBEpPOB aJirOpuTaM IojayaBama
aMIUIUTYyJ€e - pediekcuja oxo |s) (pednekcuja oko 0, yriexaeHa n3mely AnamMapoBux TpaHchopmarija)
u peduiekcuja oko |r) (mpomeHa 3Haka Mapkupanor). Cienehu kon U3BpiIaBa 0Baj alropuTam:

operation CrnakKutija (kontKubit : Qubit, registar : Qubit[])
Unit is Adj + Ctl {
// Controlled X je kapija CNOT
Controlled X(registar, kontKubit);
}
operation UniformnaSuperpozicija (registar : Qubit[]) : Unit is Adj + Ctl {
ApplyToEachCA(H, registar);
}
operation PripremaStanja (kontKubit : Qubit, registar : Qubit[])
Unit is Adj + Ctl {
UniformnaSuperpozicija(registar);
CrnaKutija(kontKubit, registar);
}
operation RefleksijaMarkirani (kontKubit : Qubit) : Unit {
R1(PI(), kontKubit);
}
operation RefleksijaNula (registar : Qubit[]) : Unit {
ApplyToEachCA(X, registar);
Controlled Z(Rest(registar), Head(registar));
ApplyToEachCA(X, registar);
}
operation RefleksijaS (kontKubit : Qubit, registar : Qubit[]) : Unit {
Adjoint PripremaStanja(kontKubit, registar);
RefleksijaNula([kontKubit] + registar);
PripremaStanja(kontKubit, registar);
}
operation QPretraga (brIteracija : Int, kontKubit : Qubit,
registar : Qubit[]) : Unit {
PripremaStanja(kontKubit, registar);
// Groverove 1iteracije
for (idx in @ .. brIteracija - 1) {
RefleksijaMarkirani(kontKubit);
RefleksijaS(kontKubit, registar);
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7 3AKIbYYAK

Kao mTo cMo Moy a BUAMMO, KBAHTHO PadyyHapCTBO j€ PEIaTUBHO HOBA HaykKa. Mlako cMO OTKpWIH
Y TEOPHUjCKU 3aCHOBAJIM HEKE BEOMa Ba)KHE TMOjMOBE W aJTOPUTME, W Jalld BeOMa 3Ha4yajHe MpUMEHE,
Jyradak myT je Tpej HaMa. Joml yBeK cMO BeoMa JIaJeKo Of] CBAKOIHEBHE KOMeplirjaaHe ynorpede, u
O6uhe moTpeOHO joIr MHOTO BpEMEHA, UCTPAKUBAIHA M PA3MUIIIIbalba KaKo OMCMO 3aiCTa MPUMEHHIIN OBY
HayKy y CBaKOJIHEBHOM >KHMBOTY. Mmak, cBakor gaHa u3alje o HeKa BECT O HOBOM MPO0O0jJy Y KBaHTHO]
(u3nIK, ¥ CTATHO Ce HEIlITO HOBO M0jaBJbyj€ U OTKPHUBA.

KBaHnTHH pauyHapu cy MHOTO 0OJbH OJI KIIACHYHHUX Yy peliaBamy oapehenux mpobdiema. C 063upom aa
Ce CBa KJIACHYHA KOJla MOTY CUMYJIHpaTH Ha HHMa, OHH MOTY H3BPILIUTH CBE alTOPUTME KOje MOTY U
KJIACUYHM padyHapH ca, y HajTopeM ciydajy, uctom Op3uHom. [lopen Tora, mocroje oapeheHu anropur-
MU KOJU J1a]y JpacTHyHa 1MOoOoJbIakba Op3uHE y OJHOCY Ha KJIAaCHMYHE padyHape, Kao mTo cy [pose-
poB anroputam 3a mnperpary (O(n) — O(y/n)), lllopos anropuram (akropusanuje NPUPOAHUX OpojeBa
(O(el'9 lognlog lOg”) — O((log n)z(log n)(log loglogn))) nin KBaHTHU alTOPUTaM 3a PEIIaBabe CH-
crema jegnaunna (O(nk) — O(log nkz))

Cnuka 17: Ilpeu xomepyujannu keanivinu pauyuap - IBM Q System One

Nako TpeHyTHO HajMOhHU]jY KBAaHTHHU padyHap Ha CBETY UMa caMo 72 KyOuTa, M MaKO CMO JI0 cajaa ¢ak-
TOpU30BaIIA camo Opoj 143, KBaHTHU pauyHapH ce cBe Opxe u Oprke pa3Bujajy. IBM je HajaBuo mymTame
IIPBOT TIPABOT KBAHTHOT pauyHapa (IBM Q System One - ciuka [17) ca 20 xybura y nponajy, a y pa3sojy
j€ ¥ KOMepIHjaiHu padyHap ca 4ak 58 xyOoura. Hekonuko qpyrux KOMITjyTepCKUX TMraHaTa, Kao IITO
cy Google, Microsoft, Alibaba, Fujitsu u NEC Takohe uma ciuune mpojexre. Moh kBaHTHUX padyHapa
pacTe, 1ieHa omnaja, TEXHOJIOTH]ja Ce pa3BHja, a 3Hama je cBe Bulle. bynyhHoct oe Hayke he OuTh Beoma
y30y/1JbHBa.

1371k 6poj xoju 03HauaBa oceiibusoCiu GyHKIWjE - Mepa IIpoMeHe (yHKIIHje Y 3aBHCHOCTH O MaJle POMEHE FCHAX Mapa-

Merapa
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OBy Temy caM oaa0pao 3aTo HITO caM OYEKHBAO BEOMa 3aHHMJbUBY TEOPH]Y, Koja OM MoIIa UMaTH He-
BepoBaTHY npuMeHy. Mnak, HucaM Morao aa mpeTrocTaBUM KOJIMKO ME jé UCTPaKUBAHbE Ha OBy TEMY
WHTPUTUPAJIO, OAYIIEBUIIO U 3auHTepecoBano. Mako cy y oBom pany oOpaleHa camo /Ba Hajo3HaTHja
aNropuTMa, IOCTOj€ MHOTH JPYTU MPOOIeMH, Ka0 U MPUCTYNH BUXOBOM PEIIEHY, Ca jOII HeBEPOBAaTHH-
JUM HJejaMa M KOHIETITUMa, Kao IITO je MpoOieM MpoHataxema Tpoyria y rpady Wil OCTOjamba HCTUX
eneMeHara y ckyiy. KBaHTHO padyHapcTBO yOp3aBa pelraBame HeKuX o1 Hajpehux mpobiema JaHanimu-
e, 1 HajBeha otkpuha cy Tek npea Hama. KonauHo, jxeneo OUX Ja OrOBOPUM Ha MUTame u3 nena 1.1:
Mozkemo nu nasbe? HapaBHo ga moxkemo!

Ha xpajy, xeneo OMX a U3pa3uM BEIMKY 3aXBaJHOCT CBOM MEHTOpy, Ipodecopy Uropy Canomy, Ha
MHCTIMPALKjU U TOMONH IIPU UCTPAXKUBAKY U U3PaaH OBOT paja. Takohe, BETUKY 3aXBaTHOCT AYTYjeM U
CBHUM CBOjuUM npoecopuma, a nocedbHo Comwu Yykuh u Haramm YamykoBuh, Ha BULIETOAUIIEBLEM TPYLY,
3ajaramy, IoMohy 1 MOTHUBALIMjU 32 PaJ U yCIEX.
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